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Zusammenfassung-Die exakte Losung der vollstlndigen Bewe~ngsgleich~g und der vollstlndigen 
Energiegleichung fur die laminare Sttomung urn ebene Keilkorper gelingt mittels einer geeigneten Ko- 
ordinatentransformation und Einfiihrens von Reihenentwicklungen fi.ir die Stromfunktion und das 
Ubertemperaturverhaltnis. Fur die einzelnen Glieder der Reihenentwicklungen ergeben sich totale 
Differentialgleichungen, von denen die fur die ersten Glieder (erste NBhenmg) als die strengen 
Liisungen der Grenzschichtgleichungen bereits bekannt sind und die fur die zweiten Glieder (zweite 
Nlhenmg) am besten mit Hilfe von Rechenmaschinen numerisch ausgewertet werden. Als ein 
Teilergebnis sei erwlhnt, da13 das Abliisungsprofil nicht allein vom Keilwinkel, sondern such von der 

Reynoldszahl abhgngt. 

1. EINLEJTUNG 

EINE jede L&sung irgendeines Str~mungsproblems ist entweder eine exakte LGsung der Navier- 
Stokes’schen Di~erentialgleichungen, eine exakte Losung der zuerst von Prandtl formulie~en 
Prandtl’schen Grenzschichtgleichung oder eine N~he~ngsl~sung von einer dieser beiden grundle- 
genden Gleichungen. Karm&n zeigte, dass die Grenzschichtgleichung als eine erste Naherung der 
vollstandigen Navier-Stokes’schen Differentialgleichungen fiir grosse Reynoldszahlen angesehen 
werden kann. Auf Grund dieser Vorstellung gelang es Alden [I], eine zweite Naherung fur die 
laminare Grenzschicht an der parallel angestromten ebenen Platte zu berechnen. Hiernach entspricht 
die bekannte Losung von Blasius [2] fur die laminare PlattenstrGmung der ersten Naherung der 
vollstandigen Bewegungsgleichungen unter Vernachlassigung der Anderungen des statischen 
Drucks, wahrend die zweite Naherung von Alden diese Drucklinderungen teilweise erfasst und 
daher fur kleine Reynoldszahlen, d.h. im Bereich nahe der Plattenvorderkante, erheblich von der 
ersten Naherung abweicht. 

Im folgenden sol1 diese zweite NBherung auf die Laminarstr~mung an ebenen Keilkijrpern 
ausgedehnt werden, die durcheine bestimmte Klassevon Potentialgeschwindigkeitsprofilen mit einem 
Parameter gekennzeichnet sind und fijr die erste Ngherungen von Hartree [3] vorliegen. Nach 
einem von Eckert [it] entwickelten Verfahren lasst sich die Stromung urn einen beliebig geformten 
K&per aus dieser Klasse von Profilen aufbauen, indem man ihren Parameter in geeigneter Weise 
Iangs der Korperkontur andert, die Klirperumstr6mung also sukzessiv aus Keilstrijmungen zusam- 
mensetzt. Die angestrebte zweite Naherung kann insbesondere neue Erkenntnisse tiber den Ablosungs- 
punkt sowie tiber das Verhalten der Strijmung bei Reynoldszahlen unter etwa 200 bringen, wie sie 
z.B. bei manchen Warmetibertragungsproblemen, beim Fliessen verdtinnter Gase in der Nahe der 
Schlupfgrenze oder beim Umstriimen feiner Feststoffteilchen u.a. in Staubseparatoren oder in 
Filteranlagen vorkommen. Leider gelingt die numerische Auswertung der aufgestellten Endglei- 
chungen in den meisten Fallen nur mit Hilfe von Iterationsverfahren, so dass zum Uberdecken eines 
geniigend grossen Bereiches des massgeblichen Profilparameters ein grosser Aufwand nijtig ist. 
Als am geeignetsten erscheinen Relaxationsverfahren oder der Einsatz von Rechenautomaten. 
Hier wird daher nur die Theorie mitgeteilt; es ware zu wiinschen, dass ein Reehenzentrum die 
numerische Auswertung in das Programm aufnahme. 
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2. DIE GRUNDGLEICHUNGEN 

Fir die laminare, inkompressible, isotherme und stetige ebene Stromung gelten bei Abwesenheit 
ausserer Krafte die Bewegungsgleichungen 

+-;~-I-/;) =-$$;+$), ii) 

die Kontinuitatsgleichung 

und die Energiegleichung 

(4) 

Obwohl Gl. (1) bis (4) ftir rechtwinklige kartesische Koordinaten gelten, sei in der iiblichen Weise 
vorausgesetzt, dass sie such fiir Korper mit gekriimmten Oberflachen zutreffen. Dabei bedeuten x 
den langs der Korperkontur gemessenen Abstand vom vorderen Staupunkt, y den senkrechten 
Abstand von der Oberflache, u und ZI die Grtlichen Geschwindigkeitskomponenten in x- und in 
y-Richtung, p den iirtlichen statischen Druck, t die iirtliche Temperatur sowie p die Dichte, 7 die 
dynamische Viskositat und a = X/PC, die Temperaturleitzahl des strbmenden Mittels mit h als 
seiner Warmeleitzahl und c, als seiner spezifischen Warme bei konstantem Druck p. Wahrend das 
Verhalten der Stromungsgrenzschicht wesentlich von der kinematischen Viskositat v = v/p abhangt, 
wird die Energieiibertragung von der Prandtlzahl Pr = v/a beherrscht. 

Mittels einer Stromfunktion # gem&s 

u = a*jay, L’ = - a+jax (5) 

kann man Cl. (3) befriedigen sowie Gl. (I), (2) und (4) auf die beiden Beziehungen 

und 

a* at a* at _ ~ - .~_ 
;iy %x 

- =aAt 
%x 8y 

mit den Abkiirzungen 

(6? 

(7) 

reduzieren. Bei der weiteren Rechnung sei von Gl. (6) und (7) ausgegangen. Dabei entspricht Gl. (6) 
den vollsttindigen Navier-Stokes’schen Differentialgleichungen fur das hier behandelte Problem 
und enthalt die der Prandtl’schen Grenzschichtgleichung zugrunde liegenden Vereinfachungen nicht. 
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3. DIE KOORDlNAl’ENTRANSFORMATTON 

Mit Hilfe einer konformen Abbildung gem&s 

z = x + iy = yei0 = 52!trn+l) = (0 + j,)2/(m+l) (8) 

seien an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten x, y neue Koordinaten u, T eingefiihrt. Dabei 
bedeuten i die imaginare Einheit, z = x + iy die komplexe Veranderliche mit r und B als den Polar- 
koordinaten in der komplexen z-Ebene, 5 = u + ir die transformierte komplexe Verlnderliche und 
m eine willkiirliche Konstante. Der Sonderfall m = 0 entspricht dem von Alden gelijsten Fall 
der parallel angestromten Platte mit u und T als parabolischen Koordinaten. 

Aus Gl. (8) lbst sich eine Reihe von Beziehungen herleiten, die spater benijtigt und daher hier 
zusammengestellt werden : 

x = r Cos 0, y = r sin 8, r = z/(x2 + y”), 0 = arctg (y/x), (9) 

(T = r(mf1)'2cos m+1 ( 1 2 B = [l/(x” + y2)J(m+1)/2 cos [ F arctg f ( 11 1 , 
q- = ~.(m+lP sin mfl 

( > 

(10) 
__ 8 = [.\/(x" f _JJ~)](~~+~)!~ sin 

2 I 

m+1 
-2- arctg z 

( )I 
, 1 

r = (~2 + +)l/(m+l), 

y = (02 + +)ll(m+l) sin 

J 

1 (11) 

(12) 

M (13) 

mit M als einer Abkiirzung fiir ) d[Jdz 1, 

ax 
- = m+ (2 + ?)--m’(m+l) {CT cos [A 
20 

arctg (i)] + 7 sin [m+ arctg (Jl;, 

8Y 
- = & (0’ + ~~)--m’(~+l) (u sin [m& 
%U 

arctg (a)] - r cos [&l arctg (a)]) 
I 

(14) 



Da, wie aus Gl. (12) hervorgeht, 5 eine analytische Funktion von z ist, gehen Gl. (6) und (7) in 

und 

(16) 

(17) 

mit M als der Abkiirzung gem&s Gl. (13) iiber. Ferner bedeuten 6 das Ubertemperaturverhaltnis 

8, = (t - to)/(tlu - t,) (18) 

mit den Indizes 0 und w fiir Werte im ungestiirten Freistrom bzw. an der Wand sowie das Symbol A 
nunmehr den Operator 

b2 2” 
A = a;i f $T+. 

Man gelangt zu Gl. (16) und (17) leicht, wenn man in Ct. (6) und (7) die Ableitungen 

einftihrt und dabei Gl. (12) und (13) beachtet. Nach dem teilweisen Ausfiihren der partiellen Ablei- 
tungen und Multiplizieren beider Seiten mit dem Faktor [2/(m + l)]” (CT” i ~~)~‘(~‘+l) nimmt Gl. 
(16) die leichter zu handhabende Form 

(a2 + 7”) 
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an. Bei diesem Stand der Rechnung muss man sich an Hand von Gl. (10) vergegenwartigen, dass die 
neuen Koordinaten CJ und T ftir sehr dtlnne Grenzschichten mit y --f 0, also fir 0 -+ 0, r --f x und 

angenahert durch 

wiedergegeben werden. Dies bedeutet, dass die Roordinaten (T und 7 bei diinnen Grenzschichten 
urn Grbssenordnungen voneinander verschieden sind. Aus diesem Grunde sei die Rechnung mit 
den neuen, besser vergleichbaren Koordinaten u und p = T/+” weitergeftihrt. Dabei gilt 

dy,‘dT = V-I/~. (20) 

4.EINFtiHRUNG VON R~~~~CKL~GKNF~R DIESTROMFUNKTION UND DAS 

~JBERTEMPERA~R~RHALTNIS 

Fib die Stromfunktion # und das Ubertemperaturverhaltnis 8 seien nun Reihenentwicklungen 
gem&s 

mit steigenden Potenzen von v112 sowie 

Y.7 = 1 - EMQ, CL) + B2(% p)v + 9,(@, pFL)v2 + . . -1 ca 

mit steigenden Potenzen von v eingefiihrt. Dabei bedeuten die Indizes 1,2,3, . . . an Ifi und 6 auf den 
rechten Seiten von Gl. (21) und (22) die erste, die zweite, die dritte Naherung usw. Bildet man die 
Ableitungen 

a* a*, a+, 
aa = au 

vl’2 - + v3i2 - + . . . , 
au 

as* 
-- = 
&J2 

v1/2 a2+l 1 y3/2 ?!!2 + 

a02 &2 + * * ’ 

a24 a2+1 a2rbz 
-- = v 

a72 

-l/2 ._ + ,,li2 ~ + . . 

aP2 a,2 TV 
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sowie 
I? CY ad’, a& 

aa 
-~ -v-,-~ -..., au no 

aib ad8 a6 ~~_ - _ "-l/z _~_A _ $12 p~mmz _ . . . 
hT aP ap 

und setzt diese in Gl. (19) und (17) ein, so erhalt die Bewegungsgleichung die Form 

und die Energiegleichung die Form 

)( 

a#, ai32 a6, --- a7 v--G---... 2U i?U 

L (23) 

I (24) 
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5. DIE VOLLST~~G~N PECAN Dads ~C~G~ Fiht DIE ERSTE UND DIE 

ZWEnE BANG 

Wenn man Gl. (23) und (24) jeweils rechts und links nach Potenzen von v ordnet, so ergeben sich 
~~~~K~~h Bestimmungsgleichungen fiir die einzelnen Naherungen &, &, &, * - * 

. . . 

WeLn 2bess’grossen Rechenaufwandes fur die dritten und hliheren NBherungen werden im 
folgenden nur die beiden ersten Naherungen I,& 6, und I,&, & weiter behandelt. Der Koeffizienten- 
vergleich liefert fiir die Glieder mit ~-1’~ in Gl. (23) und fur die Glieder mit v” in Gl. (24) das 
Gleichungssystem 

wl ah a45 a44 i av, --_--_-~_ .- -- 
au ap ap au pr a,= 

(25) 

(26) 

fiir & und &. Entsprechend fiihrt der Koeffizientenvergleich fir die Glieder mit Sja in Gl. (23) und 
fur die Glieder mit v in Gl. (24) auf das System 

fir h und $12. 

6. DIE VOLLSTbDIGEN TOTALEN DIFFERENTIALGLl5ICHUNGEN FijR DIE ERSTE UND DEE 

ZWElTE N&RUNG 

Mit dem Ziele, die partiellen Systeme gem&s Gl. (25) bis (28) in totale Differentialgleichungen 
zu verwandeln, seien mit u1 als einem noch unbekannten Parameter eine neue, dimensionslose 
Koordinate 5 entsprechend 
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sowie fur (i, und tY mit Hilfe unbekannter Funktionen.~(~),~~~~),~~(~), - - - und g,(t), gZ(c). g$(f), I . . 
die ~eihellans~tze 

und 

eingefiihrt. Nach Gl. (21) und (22) gilt also mit n als dem Index fi.ir eine beliebige Ngherung 

Da T nach GI. (IO) die Dimension einer Lange in der $(m + l)-ten Potenz hat, muss u1 das Ver- 
hahnis aus einer Bezugsgeschwindigkeit zu einer Bezugsl&ge in der m-ten Potenz darstellen, wenn 
5 nach Gl. (29) dimensionslos sein SOIL Bei Beschrankung wieder auf die ersten beiden Niiherungen 
erhailt man nach dem Einfiihren von Gl. (30) bis (33) in Cl. (25) bis (28) die totalen Differential- 
gleichun~n 

zum Bestimmen von f’, 

zum Bestimmen von fi bei nunmehr bekanntem fi, 

zum Bestimmen von g, sowie 

gi’ + Pr(S,g~ + 2fl'g2) - Prf,g; = 0 

zum Bestimmen von g,. Dabei bedeuten die hochgestellten Striche Ableitungen nach f. 

g;’ + Prf,g; = 0 

(34) 

(36) 

(37) 
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7. RANDBEDINGUNGEN UND BEDEUTUNG DER PARAMETER 

Zum Auflijsen des Differentialgleichungssystems gem&s Gl. (34) bis (37) benijtigt man vier 
Randbedingungen fur jede Funktion fn und zwei Randbedingungen fur jede Funktion g,. Die 
Randbedingungen fir das Temperaturfeld folgen sofort aus Gl. (18) und (3 I); denn an der Wand 
(Y=~=~=~=O)muss@=lundsomit 

g,(O) = gp(0) = . . . = gn(0) = 0 (38) 

bzw. am Aussenrand der Grenzschicht (Y = T = p = 5‘ = cc oder such r = u = co) muss 
6 = 0 und somit 

sein. 

g,(co) = 1, g,(cc) = g3(oo) = * * * = g,(a) = 0 (39) 

Vie1 schwieriger lassen sich die Randbedingungen fiir das Striimungsfeld angeben. Hier liefern 
die Differentialgleichungen selbst nur drei verschiedene, brauchbare Bedingungen. Eine wichtige 
Ausgangsgriisse bei der numerischen Auswertung muss daher durch Probieren gefunden werden, 
welcher Umstand die Rechnung so miihsam macht, dass nur Relaxationsverfahren oder der 
Einsatz von Rechenmaschinen einen Erfolg mit tragbarem Aufwand versprechen. Es folgt aus 
Gl. (20), (29) und (30) 

sowie aus Cl. (5) und (12) 

a* a* aY a+ ax ay ax _=-_ 
au ayau+&Z 

=u--_u- 
au a2 

An der Wand (y = T = TV = 5 = 0) gilt u = u = 0. Ferner liefert Gl. (14) fur T = 0 

f ax au 1 =- m+l 2 ,(l-m)!(l+wq aY = 7 
7=0 

(H au 0. 
7=0 

Aus Gl. (41) und (42) folgt 

(+/au),=, = (+/aT),,, = 0 

und somit als Gruppe der ersten beiden Randbedingungen fiir die Stromfunktion 

L(0) =fi(O) = * * * =fn(0) = 0, fi'(0) =f2'(0) = - * - =fn'(0) = 0. 

? 

i 

(40) 

I 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 



198 H. W. HAHNEMANN 

Am Aussenrand der Grenzschicht (r = D = CC) sei u = 0 und u = U mit U als det ungest~rteo 
Potentialges~hwindigkeit. Hierftir liefern Gl. (40) 

und Gl. (14) 

ax c 1 2 
;?7 

=2 _- a($ + $)--ml(‘)~+r) cos (kp), 
lJ”rn nz + 1 

8Y 

( 1 

2 

a0 b;;;a) = 
-- m + 1 +2 + 72)~-mi(M) cos (kp). 

- 

(46) 

Dabei d~c~ufen die Faktoren k1 und k, die ganzen Zahlen 0, 1,2, - . a. Man kann sofort /Cl = 0 
festlegen; der Wert von ke folgt dann aus der Bedingung fur das richtige Vorzeichen. Aus einer 
Betrachtung des Sonderfalls 6 = 0 geht hervor, da& k, = 1 die Vor~eichen~din~ng 
Nun ergibt sich aus Gl. (41) und (46) 

und in Verbindung mit Gl. (45) 

= U,(I-n)!(l+nl) (48) 

Damit Gl. (48) erfiillt ist, sei 

mit 

u = u,oJ3 

B = 2Ml + m) 

gewahlt. Fiir beliebige ,%Werte sind dann die Randbedingungen 

fl’(M) = 1, fi’(c.0) =f3’(co) = * * - ==fiE’(co) = 0. 

erfiillt. 

(47) 

(49) 

(50) 

Eine analoge Betrachtung von (c~@u)~_, fiihrt zu dem gleichen Ergebnis. Dies bedeutet aber, 
wie bereits erwahnt wurde, dass eine R~d~din~ng offen bleibt, die Lbsung des Problems also 
durch Probieren a~~suchen ist, indem man z.B. Reihenent~cklungen fiir den Innenrand der 
Grenzsc~~ht in geeigneter Weise mit asymptotischen Losungen fur den Aussenrand der Grenz- 
schicht zusammenschliesst. Aus Gl. (50) folgt 

mit cl, K,, K,, - * * als den unbekannten Integrationskonstanten. Durch die Wahl von 
K1 = & = . . * = 0 werden die zunachst unbekannten Anfangswerte f;“(O), f3”(0), - * * festgelegt. 

Aus Gl. (49) folgt mit Gl. (10) fiir I = (T = co 

(52) 
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Da U die Potentialgeschwindigkeit ausserhalb der Grenzschicht bedeutet, beschreibt die vorstehende 
Rechrmng in Verbindung mit der Koordinatentransformation gem&s Gl. (8) die viskose Stromung 
langs Keilkiirpem in einer Parallelstromung; denn Gl. (52) entspricht genau dem Potentialge- 
schwindigkeitsansatz von Falkner und Skan fiir diesen Fall, der von Hartree [3] unter Vemach- 
&ssigung der D~ck~nder~g quer zur Grenzschicht gel&t wurde. Die Funktionen fi (oder 
vielmehr die ersten Ableitungen~~‘) findet man daher bereits bei Hartree fur verschiedene &Werte 
vertafelt, jedoch ist die dort verwendete Hartree’sche dimensionslose Veranderliche 

hier durch 5 nach Cl. (29) zu ersetzen. Nur fiir kleine y-Werte sind 5~ und f identisch. 
Somit bedeutet ~$3 den Keilwinkel. Dabei entsprechen m = p = 0 dem Fall der parallel ange- 

stromten Platte, m = #? = 1 dem Fall der Staupunktstromung, p > 0 der beschleunigten Aussen- 
stromung und p < 0 dem Fall der verzogerten Aussenstromung. 

8. Lt)SLJNG DER ERSTEN N~~R~G 

Unter Anwendung der Randbedingungen gem&s Cl. (50) (38) und (39) folgt aus Cl. (34) und 
(36), die sich sofort ein- bzw. zweimal integrieren lassen, 

fi”’ +f,f,” - Btfi’2 - 1) = 0 

mit f:“(CO) +fl(to)fy(co) = 0 sowie 

(53) 

gl = JQ exp (- Pr Jgfi d0 df/,‘S: exp (- I+ J;Pfi dS) d& (54) 

Von diesen beiden Beziehungen hat Hartree [3] Gl. (53) im Bereich fl = - 0,1988 bis 2,4 mittels 
eines mechanischen Integrators numerisch gel&t und dabei angenommen, im Bereich fl < 0 moge 
fi’( co) von unten her bei dem h~chstm~g~chen Wert von .f,“(O) so schnell wie miiglich gegen eins 
gehen. Die so festgelegten Werte von fi”(0) entsprechen der fehlenden vierten Rand~din~ng und 
wurden von Hartree ebenfalls vertafelt. Meksyn [5 bis 71 entwickelte ein leistungsfahiges Naherungs- 
verfahren, nach dem manfi”(0) analytisch in wenigen sukzessiven Schritten erhalten kann. 

Andererseits entspricht g, nach Cl. (54) genau der von Pohlhausen [8] fur /3 = 0 gefundenen 
exakten Losung. Die erste Naherung des Temperaturfeldes lautet somit 

s = 1 -gg,; (55) 

sie wurde von Eckert [4] fiir einige @Werte vertafelt. 

9. ZWEITE NhERUNG FijR DAS STRi)MUNGSFFf.LD 

Ersetzt man in Cl. (29) und (32) die Grossen 4 und a durch die fiir kleine Wandabst~nde giiltigen 
Ausdriicke gem&s Gl. (19a), so folgt 

Diese beiden Ausdriicke sind identisch mit den von Hartree [3] fi.ir den dimensionslosen Wand- 
abstand und die Stro~unktion verwendeten An&Zen. Demzufolge fii Gl. (19a) die vorstehend 
hergeleiteten ersten Ntihenmgen in die bereits bekannten Liisungen [3,4] fiir diinne Grenzschichten 
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iiber, da diese ersten Ngherungen noch keine Glieder der vollstandigen Bewegungsgleichung ent- 
halten, die in der Prandtl’schen Grenzschichtgleichung vernachl&ssigt worden sind. Diese Glieder 
treten jedoch in der zweiten Naherung auf. 

Durch Anwenden von Gl. (34) und (53) auf die rechte Seite von Gl. (35) geht diese unter Ver- 
minderung der Ordnung urn 2 in den Ausdruck 

2(fi -- i) :- I”fi’fi” -t zrf,.r,” - 2/3(.fi’* - l)] - 2P.f,“> 

iiber. Die einmalige Integration von Cl. (35) liefert nun 

Ii?” + .f,fi” - 203 - O.L’.f;,’ -f,“.l; = 203 - 1) w (213 -A’“, + yl.f,’ 7 

- (tf: -!- Z%‘) - 33 j-6 tfr- d-3 + ~2 I 

(57) 

mit c, als einer Integrationskonstante, die wegen 

r;!O) -.f-l’@) = “t&f =.f,‘@) = 0 

den Ausdruck 

darstellt. Fiihrt man in Gl. (57) 
(58) 

fl’(~) = 1, .fx@Jf = c f Cl. &3 f: tfi” dt = 28 p 5 dS + ~3 

mit C~ ats einer Konstante ein, so wird das asymptotische Verhatten vonf2 fiir 5 -+ cc, durch 

fi”’ + (4 + Cl)“&” - 2@ - 1)fi’ = - (B - 1) (c: + 4P) + c2 - c3 (59) 

wiedergegeben. Setzt man 

fi”‘(0) = c, = (/3 - I) (CT + 413) + c’3. (60) 

so erhlilt Gl. (59) die einfache Form 

_A”’ -t- tt + Cl).h” - 2@ - I)fi’ = 0. @If 

Mit c, nach Gl. (60) und den hier als bekannt voraus~setzenden ersten N~he~n~n f1 ist die rechte 
Seite von Gl. (57) vollst&dig bestimmt. Bezeichnet man diese als F(f, @), so Iautet die Differential- 
gleichung fiir die zweite Naherung der Stromfunktion 

.fi”’ +fifi,, - 203 - I).h’fi’ -fi”fi = F(5, fl). (62) 

Ihre L&sung nimmt man, wie bereits erwahnt wurde, am besten mittels Relaxationsverfahren oder 
mittels Rechenmaschinen numerisch vor. Bei der numerischen Auswertung kann u.U. such das von 
Zurmtihl [9] fur Differertialgleichungen dritter Ordnung angegebene Verfahren gute Dienste leisten. 
Ftir bestimmte Untersuchungen am Innenrand der Grenzschicht sind die spgter in Anhang I und 2 
angegebenen Reihenentwicklungen niltzlich. 

Die Hauptschwierigkeit bei der Liisung des Problems besteht darin, die zweiten Ableitungen 
fi”(0) fiir den Innenrand der Grenzschicht zu finden. Eine besondere Eigenschaft der Funktion 
fi, die diese Aufgabe erleichtern mall;, wird spSiter in Anhang 3 eriirtert. 
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10. DRUCKVERTEUmG 

Wahrend nach der Grenzschichttheorie der Druck p durch 

(‘53) 

angenahert wird, fiihrt eine unmittelbare Transformation der vollstandigen Bewegungsgleichung 

a+ as* a* w ___zv+;!=V 
ay axay 

a$ as* a* ay 1 ap aqii ayh -- - - 
ay ax2 ax axay p ay 

-p---=va+$-@ 
i 

(64) 

J 

in das CT, T-Koordinatensystem zu 

1 ap _ M*2 a+ av 
P au [- au a3 

(65) 
1 ap _ M*2 a* av a+ av aa* aag 
P a7 

------_-_ 
a7 aa2 au auaT t &3+m7 11 

mit der Abkiirzung M* gem&s 

AI*2 = (2 1 p)2 (u” + .y1 . 

Mit den Ableitungen nach Gl. (40) und weiteren in #n&her Weise gewonnenen Ableitungen ergibt 
sich fiir die Anderung dp des statischen Drucks der Ausdruck 

(u” + ?)“-I u;u (&” +f&” -fr’2) 

+ (z ye,, CC” +_fx -_KJi”) + (2 :;)2g (Vi,’ + A’2 - .W,] } da 

- (u” + 7y-1 ___ (fi” +_&A’) - &pLj CL” + 3fi’fi +.I&‘) 2”y B 

Unter Verwendung der Potentialgeschwindigkeit U nach Gl. (49) seien die Reynoldszahlen 

Re 
32 

_ lJx Re - u1’52 - udL-s 
v’ g 

__ =QRe, 
V V 

mit der Abkiirzung 
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gebildet, fur die an der Wand Q(0) = I gilt. Nach dem Einfuhren von Re, in Gl. (67) folgt unter 
Beachtung von Gl. (53), (62) und 

(a2 + T2Y-l = I 1 + (2 _;)Re, 1 
8-l 

f-32 (8-l) 

mit p. als dem ungestiirten Druck im Freistrom 

; (p - p,,> = J;g [’ + (2 

CT 

_;)Re 
n 
] ‘-’ {@ -- ‘).f,‘” - fi 

E 
- J 0 (2 -T)R< ’ + (2 -;)Rei (2 - &Ze, (Jz” + 3f;‘f, +.Mz? 

(70) 

(71) 

Aus Gl. (67) bzw. (71) kann der Druckbeiwert (p - p,,)/ipU2 berechnet werden. Ftir nicht zu kleine 
Reynoldszahlen lasst sich Gl. (71) noch erheblich vereinfachen, indem man die Glieder hiiherer 
Ordnung von Re, fortlasst. 

11. GESCHWINDIGKEITSVFtRTEILXJNG UND SCI-IUBSPANNUNG 

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten u und u parallel und normal zur Keiloberflache sowie fur 
die Schubspannung s siehen die folgenden Gleichungen zur Verfiigung: 

a+ a+ au a$ a7 a+ a+ atr _ _ .__ ___ "=~y=p$jj+~~ Q=-z=-zax 
;'JI 27 
87 ix' 

Nach dem Einftihren der Ausdriicke 

(72) 

(731 

* (74) 

iiefern Gl. (72) und (73) die Bestimmungsgleichungen fur U, o und S. Diese lauten fur u und u unter 
Beachtung von Gl. (12), (I$ (68) und (70) 
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24 

- = l + (2 $)Reu C 

1 u fi’ + (2 _ P)&, fl [ i cos 
1 

+ 
d[(2 - W%l L f1 - (2 - i)Re, h] 

(76) 

Da die Schubspannung an der Wand 0, = 0, T = 0) von grosster Bedeutung ist, sei hier nur dieser 
Wert s(O) von s angegeben. Mit (&T/+),,~ = 0 nach Gl. (15) folgt fur T = 0 sofort aus Gl. (73) 

und somit 

m 2 

3PU2 - = 2/U - B)&J [ fi”@) + (2 - P))Re, 1 -h”(O)]. 

(77) 

(78) 

Gegentiber der aus der ersten Nahenmg berechneten Wandschubspannung s,(O) bringt also die 
zweite Naherung eine relative Anderung urn 

40) - m 1 .f,“o 
s,(O) = (2 - fi)Re% fi”(0)’ 

12. DER ABLtkJNGSPUNKT 

Nach Gl. (78) ist der Abliisungspunkt durch die Bedingung 

1 
L”(0) + (2 _ 13)Re,fz”(0) = 0 

(79) 

festgelegt. Er hang* also entgegen den aus der Grenzschichtgleichung gewonnenen Ergebnissen 
von Keilwinkel und von der Reynoldszahl ab. Hartree [3] fand, dass sich das Ablbsungsprofil an 
einem Keil mit dem Keilwinkel entsprechend 

/3A = - 0,1988 (81) 

einstellt, bei dem fi”(0) = 0 wird. Gem&s Gl. (80) findet jedoch am Keil mit fl = - 0,1988 
Abliisung nur bei unendlich grosser Reynoldszahl stat*, wenn nicht f2”(0) beim gleichen Wert 
vom fl verschwindet. Ware z.B. f2”(0) bei /I = - 0,1988 noch positiv, so ftinde bei endlichen Werten 
von Re, keine Stromungsumkehr stat*, d.h. an diesem Keil *rate noch immer Reibung auf. In 
einem bestimmten Bereich /? < - 0,1988 gehorte dann zu jeder Reynoldszahl ein bestimmter 
Keilwinkel, bei dem sich das Ablosungsprofil einstellt. Fur die in [4] angedeuteten Anwendungen 
besteht eine der Hauptaufgaben der numerischen Auswertung darin, die Zuordnung von /I und 
Re, ftir den Ablosungspunkt zu finden. 

Nimmt /3 allmahlich von p = 1 (Staupunkt) tiber p = 0 (parallel angestromte Platte) bis 
/3 = - 0,1988 ab, so verhalt sich die Funktion fi in diesem gesamten Bereich von /3 regullr; der 
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Wert /3 = - 0,1988 entspricht jedoch einem singularen Punkt. Beim Vordringen nach Werten 
/3 -C - 0,1988 treten daher u.U. Schwierigkeiten auf. Da das bereits erwahnte Verfahren von 
Meksyn [5 bis 71 als Hilfsmittel zur Erforschung dieses unbekannten Bereichs vonfi dienen kann. 
sei es in seinen Grundziigen kurz wiedergegeben. Nach der in Anhang 1 angegebenen Reihenentwick- 
lung lasst sich Gl. (53) nahe der Wand durch 

/; Z ift”(O)[2 - Q/3(3 & . . . 

befriedigen. Schreibt man Gl. (53) in der Form 

.f,“’ +Jllf,” = B(“fi’2 - l), 

so lautet mit Gl. (82) die homogene Differentialgleichung 

fl”’ + [tfi”(o)t2 - J/3(3 f . . .]J;” = 0. 

Mit der Abkiirzung G(5) = +fi”(0)f3 - &/3E4 * - - - liefert die Integration 

.L” =fi”(O) exp E- W)l. 
Fur die inhomogene Beziehung gem&s Gl. (83) sei daher 

fi” = H(t) exp [-G(5>1 

mit H(t) als einer Funktion von 5 angesetzt. Wegenf,“‘(O) = - ,L3 und somitf,” +,fi”(0) 
kleine &Werte folgt 

.L” = U”(0) - 80 exp [- GWI. 

(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

(86) 

/3E fiir 

(87) 

Fur den hier zu untersuchenden Bereich der verziigerten Striimung werde - I/31 statt p < 0 ge- 
schrieben. Entwickelt man nun exp [- & Ifi] t4] m eine Reihe, bricht diese nach dem zweiten Glied 
ab und vernachlassigt alle weiteren Glieder von G(t), so entsteht 

fi” = U”(0) + 1816X1 - zl,lPlf4) exp [-~h”@)531. (88) 

Nach dem Einfiihren dieser rohen Ngiherung in die vonfi zu erfiillende Bedingung 

J:h”d[ = 1 (89) 
folgt 

SY V;“(O) + PI 6 - &IS1 .L”(W4 - M2551 exp [- Qfi”(O>$l d5 = 1 (90) 

und integriert 

&3 fi”(“)2’3 ‘(8 + 6&181 fi1f(o)-2’3 r(#) 

- $fitJ(o)-2:3 r(g) - @“f”(o)-“r(2) = 1 

mit r als der Eulerfunktion. Mit der Abkiirzung /1 =fi”(0)2 liefert Gl. (91) 

1,622~ll’~ + 1,241(/31~l-~‘~ - 0,5$~‘-’ = I (92) 

als eine Naherungsgleichung zum Bestimmen von fi”(0). Fur /3 = 0 z.B. erhalt man aus Gl. (92) 
sofort fi”(0) = 0,484, wahrend die genaue Rechnung von Hat-tree fi”(0) = 0,4696 ergab. Durch 
Hinzunahme weiterer Glieder von G(t) l&St sich das Verfahren noch verfeinern; der Rechenauf- 
wand nimmt jedoch erheblich zu. 
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13. ZWEITE NibRUNG FiiR DAS TEMPERATURFELD 

Schreibt man Gl. (37) in der Form 

g.:’ + (pr fi)g: + pr(2fi’gZ - fig:) = 0, (93) 

so erschliesst sich, abgesehen von der mechanischen Integration, der folgende Losungsweg. Man 
betrachtet die eingeklammerten Ausdriicke zeitweilig als invariant und erh;ilt unter Beachtung der 
Randbedin~ngen gem%s Gl. (38) und (39) die formaie Liisung 

g, = PrSI exp (- PrSQfi d5)@ (2f’gZ -.f,g;) exp (prS:f, d0 dtl dt (94) 
mit 

d(O) = pr f? (2f,‘g, - fig;) exp (Pr .f;P fi d h) d 5. (95) 

Die Aufgabe besteht nun darin, bei bekannten Werten von fi, fi und g, Werte von g, zu finden, fiir 
die Gl. (94) rechts und links das gleiche Ergebnis liefert. Sei z.B. gz,, = 0 als eine nullte rohe 
Naherung von g, angenommen, so bildet 

gzl = - PrS6exp(Prf~f,d~)[f~f,g: exp (Prf,“f, dl) d51 d4 
eine bessere erste Naherung g,,. Eine zweite NHherung g,, ergibt sich zu 

g2, = Prfl exp (- PT.!“% dQ[Sy (X’g,, -fig:) exp (PrfT_& dS‘) @I df 
usw., bis die gewtinschte Genauigkeit erreicht ist. 

(96) 

(97) 

ANHANG 1: ~~NT~CKL~G DER ERSTEN NAHERUNG ZUR STROMFUNKTION 

Die Funktion,f, kann in eine Reihe 

mit den Koeffizienten A& = 0, 1,2, * + a) entwickelt werden, die fi.ir kleine &Werte gut konvergiert. 
Die Koeffizienten AO, A, und A, verschwinden auf Grund der Randbedingungen fiir alle /3-Werte, 
wahrend andere Koefizienten je nach dem Wert von /3 zu null werden kbnnen. Nachstehend sind 
die Koe~zienten bis A,, angefiihrt 

A, =.fi”(O), A, = - 8, A5 = (2fl - l)A;, A, = - 2fi(3@ - 2)A,, 

A, = 2j32(3/3 - 2), A, = (2/i? - 1) (10/S - 1 l)A;, A, = - 2&66f12 - 1138 + 45)A;, 
1 

A,, = 1613”(3/3 - 2) (78 - 8)A2, A,, = 3(2/3 - 1) (100~ - 216/I 

+ 125)A: - 16p3(3/3 - 2) (7/3 - 8), 

A,, = (188 - 37)A,A, - 3fi(24P - 31)As + 42(6/i’ - 5)A,A,, 

A,, = 2(1013 - 23)A,A,, - 10&S/3 - 13)A, + 1213513 - 3l)A,A, + 42(6(j - 5)A;, 

A,, = 2(11j? - 28)A,A,, - 22p(5/3 - 8)AIo + 33(20/3 - 19)A,As + 132(7/3 - 6)A,A,, 
a (99) 

A,, = (241f3 - 67)A2A,, - 4/3(33fl- 58)A11 + 22(45/J - 46)A,A, 

+ 33(48/3 - 43)A,A, + 132(7/S - 6)A;, 

A,, = (26P - 79)A2A,, - 13/3(12/t? - 23)A12 + 143(1Op - ll)A,A,, 
+ 143(18/J - 17)A,A, + 429(88 - 7)A,A,, 

A,, = 4(7/T - 23)A,A,, - 14/3(13/3 - 27)A,, + 182(11/I - 13)A5A11 

+ 4004@ - l)A,AIo + 14(143/I - 388)A,A, + 429(8/3 - 7)A;. J 
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Die Reihenentwicklungen der in der Funktion F(5, /3) von Gl. (62) vorkommenden Einzelfunk- 
tionen lauten 

A, A5 A 
.fi’ = A& + 2j P + 4! P i- . . . + -$ t” + . . . , 

I 

A5 A 
.f,” = A, + A& + T!’ t3 + . * * + +y 5” + . . * . 

s 
’ 
0 

&_‘“d[ =: 54 + h$! ,$5 + zd (56 + +f+ 5, 

1 2&f,, 

+12 9! i 

2&% 2A,A, A; 
+ 2!8! + 4!6! + 5!5! ) ‘I2 

2A,A, 
- + 5!6! ‘P3 ) 

2AaAn 2A,A, - - 
+ Z!lO! + . * 

qrgr f ?g!! + gf& p 
. . . * 

2&h - ~ 
+ 2!11! + 

2&A,, - + Z$&! + S!$) (35 
4!9! . *, 

2&A13 2&A, WA, ~ - 
2!12! + 4!10! +5!9!+ 

2&A,, 24& 2&4o 2A,A, 
4!11! + yi@ + -6Tjy + 7!8! 

517 + . * . . 

Alle diese Reihen konvergieren im Bereich [ > 2 sehr langsam. Insbesondere gilt fiir den der ersten 
NHherung zugeordneten Ablosungspunkt 

fi = - 4 k + ; ~z(3~ - 2X’ - :fi /3Y38 - 2) (7p - 815” 7 

+ j;, T4(38 - 2) [33(7/3 - 6) (38 - 2) f 4(338 
i 

(101) 
- 58) (78 - S)] 5’5 F - * - 

und 

mit fi = - 0,1988, fur die ebene, parallel angestriimte Platte (/3 = 0, A, = 0,4696) 

(103) 
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und 

J E o 
1 

i 

(104) 

sowie fiir die StaupunktstrBmung (fi = 1, Az = 1,2326) 

A* 1 A2 2A, 2 A; 
fi = jj P - 2 t3 + 7; 5” - 3 $ t 73 5’ - @* 58 

4A; 
+ 9, tQ - 2 (lo + A (27A$ + 16)f” - ‘s 512 

+ 13! 
84OA: p3 

- &, (33A; + 918A; + 21284,) [14 

1 
+ slT! (10 7254: f 2128) [15 - 74 693Ai P 16! 

+ &, (-- 72874; + 58 752A; + 266 5684;) [l’ q= - - - . 

- (105) 

Aus Gl. (57) und (62) geht sofort hervor, dass im Falle ,B = 1 die Funktion F (& ,6) verschwinden 
muss. 

ANHANG 2: REMENENTWICKLUNG DER ZWEITEN N&RUNG ZUR STROMF’UNKTIOIV 

Fiihrt man die in Anhang 1 verzeichneten Reihen fiir fi in Gl. (57) ein, so ergibt sich fiir die 
zweite Ngherung die Reihe 

(106) 

mit den KoelXzienten 

B2 = h”(O), B, = K”(O) = c, = @ - 1) (c; + 4P) + c,, 

B4 = 4/U - PM,, &i = - W - PJB)A,B, + /%I + ,s>l> 

Be = - %42c2 + W2 + 30 - 8) (A&, - ,8B2)], 

B7 = - 2(1 - 8) [A;(168 - 20f12 - 3) - 6/L& . . . . J 

ANHANG 3: BESONDERE EIGENSCHAFTRN DER ZWEITEN NhERUNGEN 

Da am Staupunkt die Funktion F (5, /3) in Gl. (62) verschwindet, gilt fiir /3 = 1 die Differential- 
gleichung 

A.“’ +_a!” - fi’lfi = 0. uw 
Ihre Lbsungen sind ofTensichtlichS, 
Randbedingungen bei 5 = a~ nicht 

= 0 oderf, =fi’ (vgl. Gl. (34) fiir m = 1). Da aberf, =fi’ die 
erfiillen kann, muss fi = 0 zutreffen. Dies bedeutet, dass die 

aus der Grenzschichtgleichung erhaltene erste N&herung fi im Falle der Staupunktstrbmung 
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gleichzeitig die exakte L&sung der vollst?indigen Bewegungsgleichung ohne irgend welche Vernach- 
lbsigungen darstellt. In Bhnlicher Weise liefern Gl. (96) und (97) mitfi = 0 sofort g,, = g,, -= g.,.? 
. . . = g, = 0, d.h. such das Temperaturfeld wird durch g, bereits exakt beschrieben. 

Aus Gl. (108) geht ferner hervor, dass der homogene Teil von Cl. (57) formal durch fi = f,’ 
befriedigt wird. Die Lasung der inhomogenen Gleichung erhglt somit die Form 

fi(5) = %%‘(Q ( 109) 

mit k als einer Funktion von .$ und k = 0 fiir p m= 1. Aus Gl. (109) folgt 

fi’ = kf" + k'f,', 

.fi” = kf"' + 2kIf," + k"j,', 

fi”’ = ,kfl"" + 3k;f,” + 3k’fi” + k”lf,’ 

und unter Beachtung der Randbedingungen fir fi und fi 

1 

i 
(1 lo) 

J 

k(0) = 0, k(m) = 0, k’( co) = 0. (111) 

Ferner gelten die Beziehungen 

und 

k”(O) = -3f,,,(o) ” +=, ,“( a) = fi”( a), ,“‘( cc) =.f;“‘( m), (113) 

von denen Gl. (112) besondere Bedeutung zukommt. Mit Gl. (112) liefert Gl. (80) fi.ir die Reynolds- 
zahl am Ablbsungspunkt 

(112) 

(114) 

Hieraus folgt sofort k’(0) = 0 fiir /3 = 1 und k’(0) = - co fiir /3 = - 0,198s. Gelingt es, im Bereich 
/3 < - 0,198s noch einige Werte von k’(0) zu ermitteln, so kann man eine NBherungskurve fiir 
k’(0) als Funktion von /? aufzeichnen und daraus das Ablijsungsverhalten bestimmen. 

Mit Gl. (109) liefert Gl. (62) unter Beachtung von Gl. (34) und (53) die Differentialgleichung 

L” + (fi + 3$;)L’ + [@ + 2)f,’ - ?$&+ = 5!!,1) 
1 

mit der Abkiirzung 

L = k’(5) 

und der Bedingung 

(115) 

(116) 

L’(O) = 5 + W(O) 
3fl"W 

nach Gl. (113), die dafiir sorgt, dass in Gl. (62) nahe 5 = 0 keine uneigentlichen Integrale auftreten. 
Mit Hilfe von Gl. (112) gelang es also, die Ordnung der Differentialgleichung urn eins zu reduzieren. 
Bei der numerischen oder der mechanischen Integration hat man noch zu entscheiden, ob Gl. (62) 
oder Gl. (115) geeigneter ist. 
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Abstract-The exact solution of the complete equation of motion and of the, complete energy equation 
for the laminar flow along two-dimensional wedges can be performed by means of a suitable tmns- 
formation of the co-ordinates and of introduction of series expansions for the stream function and the 
excess temperature ratio. Total differential equations result for the various terms of the series expan- 
sions. The first terms (first approximation) am already known as the exact solutions of the so-called 
boundary layer equations while the differential equations for the second terms (second approximation) 
may be evaluated best by using electronic computers. As a partial result it may be mentioned that the 

separatian profile does not only depend on the wedge angle but also on Reynolds number. 

R&sum&-Darts le cas dun &zoulement laminaire le long dun d&be bi-dimensio~el la solution 
exacte de l’equation complete du mouvement et de Equation complete de l’energie peut etre ameliort?e 
au moyen dun changement convenable de coordonnees et l’introduction de d&eloppements en strie 
pour la fonction de courant et le rapport de temperature. Les equations differentielles resultent des 
differents termes des developpements en serie. Les premiers termes (l&e approximation) sant deja 
connus comme &ant les solutions exactes des equations dites de la couche limite, tandis que les 
equations differentielles eorrespondant aux second termes @me approximation) peuvent dtre mieux 
d&termin&zs B l’aide de caleulateurs Clectroniques. Un msultat partiel peut etre mention&: le profil de 
decollement ne depend pas uniquement de l’angle des diedres mais egalemem du nombre de Reynolds. 

AHHoTaU~iI--r~OKa3aHo, WO TO9HOt? pelIKeHS%e XIO.?HbIX yp3BHeHkiti ~BEl?KeHMR II 3HeprHll 

JJR ;laMIUiapHOrO TeYeHWl BnO;xb AByMepIibIX KSIMHbeB MOH(eT 6BtTL IIpOBeAeHO C l'IOMOlUblO 

cOOTBeTCTByItlU&e~O npeo6paaoBarrun KOOp@HaT C HCnO.Tb30BaHneM cnoco6a pas:ioPH@Hnrt 
B pFIab1 &TIR @yHKJJHII TOKa I4 MZhITOYHOtt TeMnepaTypbl. R pe3yJlhTaTe 113 IIOJIHblX mi@$e- 

peHQLl3ZILHlSX ypaBHeHH2t IlO~lyYSOTCE ypaBHeHEW @ISi pa3JWiHUX YJIeAOB pEAa. n[epBFJe 

'V&?HbI @lepBOe ~p~~~~~eH~e~ NBARIOTCR I13BeC'fHbIRIZf TOYHMMH pe~eH~~~~ EJIR TPK H33bE- 

zsaem.zX ypaBHeRaa ~O~p~H~~KO~~ C.zOff. ~~~~~epe~~~a.~~K~e ~p33He~~~ mm BTOpbIX 

WieXOB (BTOpOe np~6~~~~eH~~e~ WfyT FibITb JlyYLIJe 3CerO BbiYMCJIeHbf Ha BZIeKTpOHHbIX 

C~l6THO-pNlLWJQHX yCTpOtiCTWW. IiaK saCTHbIn pe3yJIbTaT MOH(II0 OTMeTEITb, '?TO IlpO@MJIb 

CKopoc~~r R 0b.oar.T~ 0TpbIBa noTma oKa3bIBaeTCH He3amcmwiv KaH 0~ yr;ra Kmm, TaK II 

OT wcna Petlmnb&ca. 


