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Zusammenfassung—Die exakte Losung der vollstindigen Bewegungsgleichung und der vollstindigen
Energiegleichung fiir die laminare Stromung um ebene Keilkorper gelingt mittels einer geeigneten Ko-
ordinatentransformation und Einfiihrens von Reihenentwicklungen fiir die Stromfunktion und das
Ubertemperaturverhiltnis. Fiir die einzelnen Glieder der Reihenentwicklungen ergeben sich totale
Differentialgleichungen, von denen die fiir die ersten Glieder (erste Niherung) als die strengen
Lsungen der Grenzschichtgleichungen bereits bekannt sind und die fiir die zweiten Glieder (zweite
Niherung) am besten mit Hilfe von Rechenmaschinen numerisch ausgewertet werden. Als ein
Teilergebnis sei erwihnt, daB das Ablosungsprofil nicht allein vom Keilwinkel, sondern auch von der
Reynoldszahl abhingt.

1. EINLEITUNG

EiNE jede Losung irgendeines Strdmungsproblems ist entweder eine exakte Losung der Navier—
Stokes’schen Differentialgleichungen, eine exakte Losung der zuerst von Prandtl formulierten
Prandt!’schen Grenzschichtgleichung oder eine Niherungslosung von einer dieser beiden grundle-
genden Gleichungen. Kdrmén zeigte, dass die Grenzschichtgleichung als eine erste Niherung der
vollstindigen Navier-Stokes’schen Differentialgleichungen fiir grosse Reynoldszahlen angesehen
werden kann. Auf Grund dieser Vorstellung gelang es Alden [1], eine zweite Niherung fiir die
laminare Grenzschicht an der parallel angestromten ebenen Platte zu berechnen. Hiernach entspricht
die bekannte Losung von Blasius [2] fiir die laminare Plattenstrdmung der ersten Niherung der
vollstindigen Bewegungsgleichungen unter Vernachlissigung der Anderungen des statischen
Drucks, wihrend die zweite Niherung von Alden diese Druckinderungen teilweise erfasst und
daher fiir kleine Reynoldszahlen, d.h. im Bereich nahe der Plattenvorderkante, erheblich von der
ersten Niherung abweicht.

Im folgenden soll diese zweite Niherung auf die Laminarstrdmung an ebenen KeilkSrpern
ausgedehnt werden, die durch eine bestimmte Klasse von Potentialgeschwindigkeitsprofilen mit einem
Parameter gekennzeichnet sind und fiir die erste Naherungen von Hartree [3] vorliegen. Nach
einem von Eckert [4] entwickelten Verfahren ldsst sich die Strémung um einen beliebig geformten
Korper aus dieser Klasse von Profilen aufbauen, indem man ihren Parameter in geeigneter Weise
lings der Koérperkontur dndert, die Korperumstromung also sukzessiv aus Keilstromungen zusam-
mensetzt. Die angestrebte zweite Ndherung kann insbesondere neue Erkenntnisse iiber den Ablosungs-
punkt sowie iiber das Verhalten der Stromung bei Reynoldszahlen unter etwa 200 bringen, wie sie
z.B. bei manchen Wirmeiibertragungsproblemen, beim Fliessen verdiinnter Gase in der Nihe der
Schlupfgrenze oder beim Umstromen feiner Feststoffteilchen wu.a. in Staubseparatoren oder in
Filteranlagen vorkommen. Leider gelingt die numerische Auswertung der aufgestellten Endglei-
chungen in den meisten Fillen nur mit Hilfe von Iterationsverfahren, so dass zum Uberdecken eines
geniigend grossen Bereiches des massgeblichen Profilparameters ein grosser Aufwand nétig ist.
Als am geeignetsten erscheinen Relaxationsverfahren oder der Einsatz von Rechenautomaten.
Hier wird daher nur die Theorie mitgeteilt; es wire zu wiinschen, dass ein Rechenzentrum die
numerische Auswertung in das Programm aufnihme.

189
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2. DIE GRUNDGLEICHUNGEN
Fiir die laminare, inkompressible, isotherme und stetige ebene Stromung gelten bei Abwesenheit
dusserer Krifte die Bewegungsgleichungen

ou 6u) o (82u Ezu) 1
P(“‘a}“@"—égﬂakﬁa*y“zy ()
ov oy op ot 820) 5
pué}—{“b@ ——*é}*)*%“'] 3_)6—2_*_72_’ (2)

die Kontinuitdtsgleichung
u ov —0 3
ey )

und die Energiegleichung
ot o (o 4
ua—;c—}—va—y-—-a 6?2+é;i). ()

Obwohlt GI. (1) bis (4) fiir rechtwinklige kartesische Koordinaten gelten, sei in der iiblichen Weise
vorausgesetzt, dass sie auch fiir Korper mit gekriimmten Oberflichen zutreffen. Dabei bedeuten x
den lings der Korperkontur gemessenen Abstand vom vorderen Staupunkt, y den senkrechten
Abstand von der Oberfliche, ¥ und v die Ortlichen Geschwindigkeitskomponenten in x- und in
y-Richtung, p den ortlichen statischen Druck, ¢ die ¢rtliche Temperatur sowie p die Dichte, n die
dynamische Viskositit und a = A/pc, die Temperaturleitzahl des stromenden Mittels mit A als
seiner Wirmeleitzahl und ¢, als seiner spezifischen Wirme bei konstantem Druck p. Wihrend das
Verhalten der Stromungsgrenzschicht wesentlich von der kinematischen Viskositit v = »/p abhingt,
wird die Energieiibertragung von der Prandtlzahl Pr = v/a beherrscht.
Mittels einer Stromfunktion ¢ gemiss

u = ooy, v = — dpjox (5)

kann man Gl. (3) befriedigen sowie Gl. (1), (2) und (4) auf die beiden Beziehungen

o 0 o o ;
oy 554D — 5 5 (44) = vady ©
und
of ot of ot
oy ax " ax gy At Q)
mit den Abkiirzungen
0% o2 ¢t ot ot

reduzieren. Bei der weiteren Rechnung sei von Gl. (6) und (7) ausgegangen. Dabei entspricht Gl. (6)
den vollstindigen Navier—Stokes’schen Differentialgleichungen fiir das hier behandelte Problem
und enthilt die der Prandtl’schen Grenzschichtgleichung zugrunde liegenden Vereinfachungen nicht.
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3. DIE KOORDINATENTRANSFORMATION
Mit Hilfe einer konformen Abbildung gemiss

z =X iy = ret? = [¥m+) — (g 4 jr)¥/(m+) (8)

seien an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten x, y neue Koordinaten o, + eingefiihrt. Dabei
bedeuten i die imaginire Einheit, z = x -+ iy die komplexe Verinderliche mit r und 8 als den Polar-
koordinaten in der komplexen z-Ebene, { = ¢ - ir die transformierte komplexe Verinderliche und
m eine willkiirliche Konstante. Der Sonderfall m = 0 entspricht dem von Alden geldsten Fall
der parallel angestrdmten Platte mit o und r als parabolischen Koordinaten.

Aus GIl. (8) ldsst sich eine Reihe von Beziehungen herleiten, die spiter bendtigt und daher hier
zusammengestellt werden:

x=rcosf, y=rsind, r=/(x2+y?), 6= arctg(y/x), ©)
o = r(m+1)/2 cos (m ;— L 0) = [,\/(x2 + y2)](m+l)/2 cOS [m + ! a.rctg (%)},
41 : - (10)
T = r(m+h2gip " 0) = [v/(x® + y®)]m+ /2 gin mil arctg t ,
2 2 x )
Foe= (0.2 + 7.2)1/(m+1) 9 p— __%._._ arctg Z )
’ m-+1 al’
2

x = (o? V04D cog [

3
SR

arctg (g)], > (11)
)

.
— (2 2\1/(m+1) ¢} Z
y = (% + 7?) sin [’11~i_1arctg(0 ],

do . or Co B or 5
5T B (2
|d¢ do\2 oo\? m+1 m-+1
&= JIE) G =t e =t e s e <)

mit M als einer Abkiirzung fiir |d¢/dz],

6—x = (0% + 73)~m/m+D ! g cos 2 arctg T + 7sin 2 arctg T

do m-+1 m-+1 o m-+1 c >

5y ) 5 (14)
A 2 2y—m/(m+1 1 _T — I

Fo “m 1 (o + %) + ’{0' sin [m 1 arctg (0)] T COS [m T 1arc’(g -
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und
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m -
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f

Da, wie aus Gl. (12) hervorgeht, { eine analytische Funktion von z ist, gehen Gl. (6) und (7) in

2 ragy = L (aagy < vaceap) (16)
und
op oy o o

= add (17)

o1 o ¢o O

mit M als der Abkiirzung gemiss Gl. (13) iiber. Ferner bedeuten 1 das Ubertemperaturverhiiltnis
O = (t — 1)(ty — ty) (18)

mit den Indizes 0 und w fiir Werte im ungestorten Freistrom bzw. an der Wand sowie das Symbol 4

nunmehr den Operator
&2
rian

4= =
do?

o2
or¥
Man gelangt zu Gl. (16) und (17) leicht, wenn man in G!. (6) und (7) die Ableitungen

0 ¢ ¢o ¢ d7 0 o0 oo o T

ox b0tk Terexw b e dy T or by

einfithrt und dabei Gl. (12) und (13) beachtet. Nach dem teilweisen Ausfiihren der partiellen Ablei-
tungen und Multiplizieren beider Seiten mit dem Faktor [2/(m -+ 1)]? (6 -+ %)% (+) nimmt Gl.
(16) die leichter zu handhabende Form

e | L an-2 ]

do OT

o] (o

(19)

w
Z |
{ (m - 1 " Ap 4 (T“ ‘) [ - () + 7 (A¢)] +(o* + ) AAzﬁ}» Jr
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an. Bei diesem Stand der Rechnung muss man sich an Hand von Gl. (10) vergegenwirtigen, dass die
neuen Koordinaten o und ~ fiir sehr diinne Grenzschichten mit y — 0, also fiir § - 0, » - x und

. (fm+1 m-+1y
Sm( 3 9) 3 ;

angenihert durch

oA xR pay wn}.__t_l‘ yx (m-1)2 (19a)

2

wiedergegeben werden. Dies bedeutet, dass die Koordinaten o und = bei diinnen Grenzschichten
um Grossenordnungen voneinander verschieden sind. Aus diesem Grunde sei die Rechnung mit
den neuen, besser vergleichbaren Koordinaten o und p = =/v'/2 weitergefiihrt. Dabei gilt

dp/dr == v=13, (20)

4. EINFUHRUNG VON REIHENENTWICKLUNGEN FUR DIE STROMFUNKTION UND DAS
UBERTEMPERATURVERHALTNIS

Fiir die Stromfunktion ¢ und das Ubertemperaturverhltnis ¢ seien nun Reihenentwicklungen
gemass

b = a0, v''? + oo, phv®2 + dfigo, p¥ + . .. @

mit steigenden Potenzen von »/2 sowie
# =1 — [H(o, 1) + Do, pv + Fylo, p)? + .. ] (22)

mit steigenden Potenzen von v eingefiihrt. Dabei bedeuten die Indizes 1,2, 3,. .. an yund # auf den
rechten Seiten von Gl. (21) und (22) die erste, die zweite, die dritte Niherung usw. Bildet man die
Ableitungen
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A s 1/2
Py Ew + v B2 ey
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sowie
o) o9, 01y
éo oo o ’
iy ‘
d,,lf\ L2 ,aé} — 2 ?1% —
ot o o

und setzt diese in Gl. (19) und (17) ein, so erhilt die Bewegungsgleichung die Form
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und die Energiegleichung die Form
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5. DIE VOLLSTANDIGEN PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN FUR DIE ERSTE UND DIE
ZWEITE NAHERUNG

Wenn man Gl. (23) und (24) jeweils rechts und links nach Potenzen von » ordnet, so ergeben sich
durch Koeffizientenvergleich Bestimmungsgleichungen fiir die einzelnen Niherungen v, ¥, 3, * < -
und 9y, Gy, B, - -

Wegen des grossen Rechenaufwandes fiir die dritten und hoheren Niherungen werden im
folgenden nur die beiden ersten Niherungen ¢, 9, und ¢, #, weiter behandelt. Der Koeffizienten-
vergleich liefert fiir die Glieder mit »v—'/2 in GL. (23) und fiir die Glieder mit +° in Gl. (24) das
Gleichungssystem

3&/:1 Py Oy Oy 2{@ :l aﬁl‘l 32¢1 64‘/’1 (25)
N ot 2053 T2mT1%% a2 —C o
ahot, anon, _ 19, 6
do Oy o du Co _mPrépz

fiir ¢, und ¢y. Entsprechend fiihrt der Koeffizientenvergleich fiir die Glieder mit +*/2 in Gl. (23) und
fiir die Glieder mit » in Gl. (24) auf das System
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T o\m 1) op? m + l\ﬂ opd oﬁoap.z
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?ﬁ?ﬁf ?‘_/’36_?% 3_&/116*19_2 a_"l‘gaﬁ}w 1 % % (28)
o Op dc du u 96  ou o "~ Pr\ de® Ou?

fir i, und &,.

6. DIE VOLLSTANDIGEN TOTALEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN FUR DIE ERSTE UND DIE
ZWEITE NAHERUNG
Mit dem Ziele, die partiellen Systeme gemiss Gl. (25) bis (28) in totale Differentialgleichungen

zu verwandeln, seien mit #; als einem noch unbekannten Parameter eine neue, dimensionslose
Koordinate ¢ entsprechend

= Sl v e J - v o
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sowie fiir ¢ und § mit Hilfe unbekannter Funktionen f3(&), fi(£), f5(6), - - - und gy(£), g €). go(€), - -
die Reihenansitze

= 0\/ (nT ?’Pl) Vi) [f‘m + [l A O+ ([2/(,;1—; e )f3(§) } (30)

und
v v 2
P (o0 i 0+ (g i) 0+ O

eingefiihrt. Nach GL (21) und (22) gilt also mit » als dem Index fiir eine beliebige Nédherung

h= «/ (1) Vedof s = VBRI D Ve’
| 32
= RIm D] ¥ e
{ 1 1
= b= (s g B = 9

{2/0m + Dugtyn2 &

Da 7 nach Gl. (10) die Dimension einer Liange in der 4(m - 1)-ten Potenz hat, muss u, das Ver-
hiltnis aus einer Bezugsgeschwindigkeit zu einer Bezugsldnge in der m-ten Potenz darstellen, wenn
£ nach Gl. (29) dimensionslos sein soll. Bei Beschrinkung wieder auf die ersten beiden Néherungen
erhiilt man nach dem Einfithren von Gl (30) bis (33) in GI. (25) bis (28) die totalen Differential-
gleichungen

u;! +fij1l” 1+mﬁf‘]it: (34)

zum Bestimmen von f,

, m — 1 rrpr re
-ﬁz,,;z+ﬁfé///+(l_2m+l)ﬁ_fé’ (1‘{"2’*"’—4_’—1)](1./-2 _fl /2

== &N AL AT — 2 5(2)‘1”’ +hA) r (35)

m-—1 2m
m+1m~§~

If‘”

zum Bestimmen von f, bei nunmehr bekanntem £,
g + Prfig; =0 (36)

zum Bestimmen von g, sowie

g + Prifig; + 2f/'g:) — Prfog; = 0 (37

zum Bestimmen von g,. Dabei bedeuten die hochgesteliten Striche Ableitungen nach .
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7. RANDBEDINGUNGEN UND BEDEUTUNG DER PARAMETER

Zum Auflosen des Differentialgleichungssystems gemiss Gl. (34) bis (37) bendtigt man vier
Randbedingungen fiir jede Funktion f, und zwei Randbedingungen fiir jede Funktion g,. Die
Randbedingungen fiir das Temperaturfeld folgen sofort aus Gl. (18) und (31); denn an der Wand
(y=7=p=¢=0)muss ¢ = 1 und somit

£1(0) = g:(0) = - - - =g,(0) =0 (38)
bzw. am Aussenrand der Grenzschicht (y =7 =p = ¢ = o0 oder auch r = o = o©) muss
9 = 0 und somit

g1(0) = 1, gy(o0) = g5(0) =+ = gu(0) =0 (39)

sein.

Viel schwieriger lassen sich die Randbedingungen fiir das Strémungsfeld angeben. Hier liefern
die Differentialgleichungen selbst nur drei verschiedene, brauchbare Bedingungen. Eine wichtige
Ausgangsgrosse bei der numerischen Auswertung muss daher durch Probieren gefunden werden,
welcher Umstand die Rechnung so miihsam macht, dass nur Relaxationsverfahren oder der
Einsatz von Rechenmaschinen einen Erfolg mit tragbarem Aufwand versprechen. Es folgt aus
GL. (20), (29) und (30)

o _ 2 v o |
oo = 1) VO (5= g =)
2 ) (40)
v
o mA 147 (fl T Rl + D T )
sowie aus Gl. (5) und (12)
o opdy opox 0y ox
dc 0y da oxooc “oc Vao
(41
o opoy opox  ox oy
87 oyor oxdr "bc " Cée
An der Wand (y = 7 = u = £ = 0) gilt u = v = 0. Ferner liefert Gl. (14) fiir r =0
ax 2 oy
— == (1—m)/(1+m) -z =
(&), = ()L e &
Aus Gl. (41) und (42) folgt
(8/80),—, = (Oh/07),_, = O (43)

und somit als Gruppe der ersten beiden Randbedingungen fiir die Stromfunktion

[0) =£0) =--- =£(0) =0, /0) =£'0)=---=£'0) =0. “4
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Am Aussenrand der Grenzschicht (r = ¢ = o) sei v = Ound u = U mit U als der ungestdrien
Potentialgeschwindigkeit. Hierfiir liefern Gl. (40)

al}!‘ 2 ’ N v ¢ e
(7o), = 9+ s e A0+ @9
und Gl. (14)

P
(‘6—2) N m_—zﬁ o(o® + 8= cos (kym),
e (46)

0 2
(é{) =T (o + 720t cos (kym).
o =00
Dabei durchlaufen die Faktoren k, und k, die ganzen Zahlen 0, 1, 2, - - . Man kann sofort k; =0
festlegen; der Wert von k, folgt dann aus der Bedingung fiir das richtige Vorzeichen. Aus einer

Betrachtung des Sonderfalls m = 0 geht hervor, dass k&, = 1 die Vorzeichenbedingung erfiillt.
Nun ergibt sich aus Gl. (41) und (46)

op o fox v (8yléo 2 o
(E) . = U(’é‘c'r) e [1 -+ U(m) o ] wm—r_ i Ug L—m)/ (1 +m) @7

und in Verbindung mit Gl. (45)

ul”{ﬁ’(m)+m 1/(00) 4+ - ] = Ugl-m)it+m (48)
Damit Gl. (48) erfiillt ist, sei
U = uoh (49)
mit
B =2m/(1 + m)

gewihlt. Fiir beliebige S-Werte sind dann die Randbedingungen
fi'(0) =1, f(0) = fi/(0) =+ =f;/(ec) =0. (50)

Eine analoge Betrachtung von (&/d0) __, fithrt zu dem gleichen Ergebnis. Dies bedeutet aber,
wie bereits erwidhnt wurde, dass eine Randbedingung offen bleibt, die Losung des Problems also
durch Probieren aufzusuchen ist, indem man z.B. Reihenentwicklungen fiir den Innenrand der
Grenzschicht in geeigneter Weise mit asymptotischen Ldsungen fiir den Aussenrand der Grenz-
schicht zusammenschliesst. Aus Gl. {50) folgt

Jfl(oo) = f + Cy5 fé(CO) = K19 fs(oo) = K27 e (51)
mit ¢;, K;, K, - -+ als den unbekannten Integrationskonstanten. Durch die Wahl von
K, = K, = - - - =0 werden die zundchst unbekannten Anfangswerte £,"(0), f;(0), ' - - festgelegt.

Aus Gl. (49) folgt mit Gl (10) fiirr = o0 = ©

1\18
U == yp™ [cos (m ;— 9)} > Uy x™ = gy xBIC-B), (52)
=0
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Da U die Potentialgeschwindigkeit ausserhalb der Grenzschicht bedeutet, beschreibt die vorstehende
Rechnung in Verbindung mit der Koordinatentransformation gemiss Gl. (8) die viskose Stromung
lings Keilkorpern in einer Parallelstromung; denn Gl (52) entspricht genau dem Potentialge-
schwindigkeitsansatz von Falkner und Skan fiir diesen Fall, der von Hartree [3] unter Vernach-
ldssigung der Druckiinderung quer zur Grenzschicht geldst wurde. Die Funktionen f; (oder
vielmehr die ersten Ableitungen f;) findet man daher bereits bei Hartree fiir verschiedene p-Werte
vertafelt, jedoch ist die dort verwendete Hartree’sche dimensionslose Verinderliche

N NI

hier durch £ nach Gl. (29) zu ersetzen, Nur fiir kleine y-Werte sind £z und ¢ identisch.

Somit bedeutet »f den Keilwinkel. Dabei entsprechen m = 8 = (0 dem Fall der parallel ange-
stromten Platte, m = B8 = 1 dem Fall der Staupunktstromung, 8 > 0 der beschleunigten Aussen-
strémung und 8 < 0 dem Fall der verzdgerten Aussenstrdmung.

8. LOSUNG DER ERSTEN NAHERUNG

Unter Anwendung der Randbedingungen gemiss Gl. (50), (38) und (39) folgt aus GL (34) und
(36), die sich sofort ein- bzw. zweimal integrieren lassen,

K+ AR =B —1) =0 (53)

mit f7(0) + fi(0) f1'(0) = 0 sowie
& = [§exp (— Pr [§f1d§) A€/ [ exp (— Pr [ f,d§) d¢. (54)
Von diesen beiden Beziehungen hat Hartree [3] Gl (53) im Bereich 8 = — 0,1988 bis 2,4 mittels

eines mechanischen Integrators numerisch geldst und dabei angenommen, im Bereich B < 0 moge
f1'(e0) von unten her bei dem hochstmoglichen Wert von f;(0) so schnell wie moglich gegen eins
gehen. Die so festgelegten Werte von f,'(0) entsprechen der fehlenden vierten Randbedingung und
wurden von Hartree ebenfalls vertafelt. Meksyn [5 bis 7] entwickelte ein leistungsfihiges Niherungs-
verfahren, nach dem man f£,”(0) analytisch in wenigen sukzessiven Schritten erhalten kann.

Andererseits entspricht g, nach Gl. (54) genau der von Pohlhausen [8] fiir 8 = 0 gefundenen
exakten Losung. Die erste Ndherung des Temperaturfeldes lautet somit

¢=1-—g; (55)

sie wurde von Eckert [4] fiir einige 8-Werte vertafelt.

9. ZWEITE NAHERUNG FUR DAS STROMUNGSFELD

Ersetzt man in Gl. (29) und (32) die Grossen £ und o durch die fiir kleine Wandabstiinde giiltigen
Ausdriicke gemiss Gl. (19a), so folgt

o SR (o e [ ) vemsmnse. o

Diese beiden Ausdriicke sind identisch mit den von Hartree [3] fiir den dimensionslosen Wand-
abstand und die Stromfunktion verwendeten Ansiitzen. Demzufolge fiihrt Gl. (19a) die vorstehend
hergeleiteten ersten Niherungen in die bereits bekannten Losungen [3, 4] fiir diinne Grenzschichten
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iiber, da diese ersten Niherungen noch keine Glieder der volistindigen Bewegungsgleichung ent-
halten, die in der Prandtl’schen Grenzschichtgleichung vernachléssigt worden sind. Diese Glieder
treten jedoch in der zweiten Niherung auf.

Durch Anwenden von Gl. (34) und (53) auf die rechte Seite von Gl. (35) geht diese unter Ver-
minderung der Ordnung um 2 in den Ausdruck

28— D{— E[N" -+ EAN — 2B(/2 — D] — 2B/}

itber. Die einmalige Integration von Gl. (35) liefert nun

B ff 2B DA — i = 28— 1) (3 QB — 1) + £, -
G f 2B — 2B [€ 2 dE) + o I

mit ¢, als einer Integrationskonstante, die wegen
1(0) = £/(0) = f(0) = £'(0) = 0

den Ausdruck

e = f,"(0) (58)
darstellt. Fithrt man in Gl (57)

[0y =1, fi(w)=¢+ o, 287 EA7dE =28 [P £dE+ o
mit ¢, als einer Konstante ein, so wird das asymptotische Verhalten von f, fir £ - oo durch
L+ E+ R 2D =—@—D(G+4)+c—c (59)

wiedergegeben. Setzt man

S0 = =B —1)(c+48) + ¢ (60)
so erhiilt Gl. (59) die einfache Form
L7+ E+ e 28— DA =0. (61)

Mit ¢, nach Gl. (60) und den hier als bekannt vorauszusetzenden ersten Niherungen f; ist die rechte
Seite von Gl. (57) volistindig bestimmt. Bezeichnet man diese als F(£, B), so lautet die Differential-
gleichung fiir die zweite Niherung der Stromfunktion

R HAR = 28— DA S — L7 fo = FEP). (62)

Thre Losung nimmt man, wie bereits erwdhnt wurde, am besten mittels Relaxationsverfahren oder
mittels Rechenmaschinen numerisch vor. Bei der numerischen Auswertung kann u.U. auch das von
Zurmiihl [9] fiir Differertiaigleichungen dritter Ordnung angegebene Verfahren gute Dienste leisten.
Fiir bestimmte Untersuchungen am Innenrand der Grenzschicht sind die spéter in Anhang 1 und 2
angegebenen Reihenentwicklungen niitzlich.

Die Hauptschwierigkeit bei der Losung des Problems besteht darin, die zweiten Ableitungen
£;'(0) fiir den Innenrand der Grenzschicht zu finden. Eine besondere Eigenschaft der Funktion
f>, die diese Aufgabe erleichtern mag, wird spéter in Anhang 3 erortert.
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10. DRUCKVERTEILUNG
Wihrend nach der Grenzschichttheorie der Druck p durch

op dUu
O o= PV

8p_

. (63)

angendhert wird, fiihrt eine unmittelbare Transformation der vollstindigen Bewegungsgleichung

op P ey 1op (as¢ 33¢)
| l (64)

oy bxdy ox 6y ' pox 6x28y+W’

ap oy op oy 1op (o oy
oy ox*  ox oxey p oy | \ox® 6x8y2)

in das o, 7-Koordinatensystem zu

Lop Toy % oy o2 YY)
pae M [za; PR B M ﬁ+a_azar)]’
(65)
Lop_ oy [0 & (B P
p ot ot 0o® 0o dodr de® ' Ooor?
mit der Abkiirzung M* gemdss
1
M*? = o, (0% + 7R . (66)

@—p»

Mit den Ableitungen nach Gl. (40) und weiteren in dhnlicher Weise gewonnenen Ableitungen ergibt
sich fiir die Anderung dp des statischen Drucks der Ausdruck

1 1/¢0 7]

uv ver y y v? , . . .
t oo g, R AR — AN+ g ga O R Lk, >]}d

L (67)
~ it et [ R 5D ~ g B+ F R LD
3
b g 66 — 10| at. ]
Unter Verwendung der Potentialgeschwindigkeit U nach Gl. (49) seien die Reynoldszahlen
Re, = gvi, Re, = ulva2 = UG:—B = 2 Re, (68)

mit der Abkiirzung

2= %a’z_ﬁ = J(l + ii:) {cos [2 i 8 arctg (%)]}%B (69)
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gebildet, fiir die an der Wand £2(0) = 1 gilt. Nach dem Einfiihren von Re, in Gl (67) folgt unter
Beachtung von Gl. (53), (62) und

(02 + 72)F-1 = |1 + e 1 ey (70)
B (2 — B)Re,

mit p, als dem ungestbrten Druck im Freistrom

1 o 2 & 8-1 .
20 —r0 = | s [+ =g (6 DA

1 . 1 , ! }
+ 5 fRe, 2B~ DAK + FE BN+ g (2 + 20 — e )}dRe,

CamE |t amre| K AR g B WAAR) -
_jo(Z—ﬁ)Reg (2 — B)Re, L Ut T T BRe, V2 T 1 e )

1 r
+ G pra® —hk )} d.

o

Aus Gl. (67) bzw. (71) kann der Druckbeiwert (p — p,)/4 pU? berechnet werden. Fiir nicht zu kleine
Reynoldszahlen ldsst sich Gl. (71) noch erheblich vereinfachen, indem man die Glieder h&herer
Ordnung von Re, fortlésst.

11. GESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG UND SCHUBSPANNUNG

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten # und » parallel und normal zur Keiloberfliche sowie fiir
die Schubspannung s stehen die folgenden Gleichungen zur Verfiigung:

W Woo per oo o or 7
o Ty ey UT e~ dedx  éréx (2
_Ou [0 (00\B | % B0 Do % [fa\?
s=ng =0 [5;“(@7) NEF= =R S a“('a‘i) ] 3
Nach dem Einfiihren der Ausdriicke
af v A
o= VI =Pl [ = .
& : v
P = (2 — Buyo [ﬂ + Wﬁ},
& , v
Bodr (2 — B [fl - mzfe ], r (74)
82,}& 2 v3/2
= a—pr e
&) U 0> . v .
== J(F) [5+ =t

4

liefern Gi. (72) und (73) die Bestimmungsgleichungen fiir «, v und s. Diese lauten fiir « und v unter
Beachtung von Gl. (12), (15), (68) und (70)
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e R e e L e e ||
+ Ve= PR | A~ e = preh o [“ — Barctg (szm—])]} J

o=+ [ @ f/;)Re](B—M{[fl' + o= B f?] sin [(1 ~ a‘“g(VTz—gT)lTe;‘])y
>
~ v pre [ a= e A o [0~ P (G pey) |

Da die Schubspannung an der Wand (y = 0, = = 0) von grdsster Bedeutung ist, sei hier nur dieser
Wert s(0) von s angegeben. Mit (60/8y), _, = 0 nach Gl. (15) folgt fiir - = 0 sofort aus Gl. (73)

5(0) = [82‘/’ (2;) ] _ (7

r (5)

(76)

s

und somit

s0) 2 , .,
LU~ V2 — HRe,] [fl O+ gt (0)] 8)

Gegeniiber der aus der ersten Naherung berechneten Wandschubspannung s,(0) bringt also die
zweite Naherung eine relative Anderung um

5(0) — 5,(0) _ 1 ")

- 1T . 79
50 @ = PRe. 0) ()
12. DER ABLOSUNGSPUNKT
Nach GL. (78) ist der Ablosungspunkt durch die Bedingung
" 1 1 —
£70) + (“2—_—3’)R—ewf2 0) =0 (80)

festgelegt. Er hiingt also entgegen den aus der Grenzschichtgleichung gewonnenen Ergebnissen
von Keilwinkel und von der Reynoldszahl ab. Hartree [3] fand, dass sich das Ablosungsprofil an
einem Keil mit dem Keilwinkel entsprechend

Ba = —10,1988 (81)

einstellt, bei dem f,’(0) =0 wird. Gemiss Gl. (80) findet jedoch am Keil mit 8 = — 0,1988
Ablosung nur bei unendlich grosser Reynoldszahl statt, wenn nicht £;"(0) beim gleichen Wert
vom B verschwindet. Wire z.B. £;”'(0) bei 8 = — 0,1988 noch positiv, so finde bei endlichen Werten
von Re, keine Stromungsumkehr statt, d.h. an diesem Keil trite noch immer Reibung auf. In
einem bestimmten Bereich B < — 0,1988 gehorte dann zu jeder Reynoldszahl ein bestimmter
Keilwinkel, bei dem sich das Abldsungsprofil einstellt. Fiir die in [4] angedeuteten Anwendungen
besteht eine der Hauptaufgaben der numerischen Auswertung darin, die Zuordnung von § und
Re, fiir den Ablésungspunkt zu finden.

Nimmt 8 allmihlich von 8 =1 (Staupunkt) iiber 8 =0 (parallel angestromte Platte) bis
B = — 0,1988 ab, so verhilt sich die Funktion f; in diesem gesamten Bereich von B regulér; der
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Wert 8 = — 0,1988 entspricht jedoch einem singuldren Punkt. Beim Vordringen nach Werten
B << — 0,1988 treten daher u.U. Schwierigkeiten auf. Da das bereits erwidhnte Verfahren von
Meksyn [5 bis 7] als Hilfsmittel zur Erforschung dieses unbekannten Bereichs von f; dienen kann,
sei es in seinen Grundziigen kurz wiedergegeben. Nach der in Anhang 1 angegebenen Reihenentwick-
lung ldsst sich Gl. (53) nahe der Wand durch

S=3R"0)E — §BE + - (82)
befriedigen. Schreibt man Gl. (53) in der Form
N AN =B =D, (83)
so lautet mit Gl. (82) die homogene Differentialgleichung
L7+ BATO)E — 3B £ - -1fi" = 0. (84)
Mit der Abkiirzung G(§) = 1 f,(0)& — ;B -+ - - - liefert die Integration
S =£"0) exp [— G(§)]. (85)
Fiir die inhomogene Bezichung gemiss Gl. (83) sei daher
A" = H(¢) exp [-G(9)] (86)

mit H(¢) als einer Funktion von £ angesetzt. Wegen f,"(0) = — B und somit f;” — f,"'(0) — B¢ fiir
kleine £-Werte folgt

[ = [A"0) — Bl exp [— G(H]. @7

Fiir den hier zu untersuchenden Bereich der verzogerten Stromung werde — |B] statt 8 << 0 ge-
schrieben. Entwickelt man nun exp [— %8| £¢] in eine Reihe, bricht diese nach dem zweiten Glied
ab und vernachliissigt alle weiteren Glieder von G(£), so entsteht

A7 =[A"0) + |BIE)1 — 24|BI¢*) exp [—4 £/, (0)€°]. (88)
Nach dem Einfiihren dieser rohen Naherung in die von f; zu erfiillende Bedingung
Jofdé =1 (89)
folgt
JUA"©) + |BI€ — #41Bl A7(0)6* — 2:B2) exp [— 3 /,"(0)€*]d€ = 1 (90)
und integriert
2 2
g [V OFP TR + g51Rl /102 I(B) }
r On
62/3
— 1 BATO) T IE) — 4702 1) = 1 J

mit I" als der Eulerfunktion. Mit der Abkiirzung /A = f,"(0)? liefert Gl. (91)
1,62241% + 1,241|8|A-1® — 0,58241 = 1 92)

als eine Niherungsgleichung zum Bestimmen von f,"'(0). Fiir 8 = 0 z.B. erhilt man aus Gl. (92)
sofort f,”(0) = 0,484, wihrend die genaue Rechnung von Hartree f;"'(0) = 0,4696 ergab. Durch
Hinzunahme weiterer Glieder von G(§) ldsst sich das Verfahren noch verfeinern; der Rechenauf-
wand nimmt jedoch erheblich zu.
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13. ZWEITE NAHERUNG F{JR DAS TEMPERATURFELD
Schreibt man Gl (37) in der Form

g, + (Prfyg. + Pr2fi'g. — f:g) =0, (%93)

so erschliesst sich, abgesehen von der mechanischen Integration, der folgende Losungsweg. Man
betrachtet die eingeklammerten Ausdriicke zeitweilig als invariant und erhilt unter Beachtung der
Randbedingungen gemiss Gl. (38) und (39) die formale Losung

g2 = Prf§exp (— Pr[¢ i dON7 (2118, — fog)) exp (Pr [T f,d€) d€] d€ %4
mit
g{0) = Pr{y (2fy'g. — fig) exp (Prfy f1d€) dE. CA))

Die Aufgabe besteht nun darin, bei bekannten Werten von f;, f; und g, Werte von g, zu finden, fiir
die Gl. (94) rechts und links das gleiche Ergebnis liefert. Sei z.B. g,, = 0 als eine nullte rohe
Niherung von g, angenommen, so bildet

g = — Pri¢exp(Pr§ f,d&)[[? figi exp (Prf? f, d€) d€] d¢ 96)
eine bessere erste Niherung g,,. Eine zweite Niherung g, ergibt sich zu
8 = Pri§exp (— Prf§ £, dOLJZ (2f g — fig)) exp (Pr[? £, d§) d&] d¢ o7

usw., bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist,

ANHANG 1: REIHENENTWICKLUNG DER ERSTEN NAHERUNG ZUR STROMFUNKTION

Die Funktion f; kann in eine Reihe
A 4 A A A4,
MO =58+ €+ S+ gt o+ Tt (98)

mit den Koeffizienten 4,(n = 0, 1, 2, - - ) entwickelt werden, die fiir kleine é&-Werte gut konvergiert.
Die Koeffizienten 4,, 4, und A4, verschwinden auf Grund der Randbedingungen fiir alle 8-Werte,
wihrend andere Koeflizienten je nach dem Wert von 8 zu null werden kdnnen. Nachstehend sind
die Koeffizienten bis 4,, angefiihrt

Ay =f"(0), Ay = — B, 45 = (28 — DA}, As = — 28(38 — )4,
A; =288 —2), Ay = (28 — 1) (108 — 1145, 4, = — 28(668% — 1138 + 45)4;,

Ao = 168°(38 — 2) (78 — 8)4;, Ay = 3(28 — 1) (1008* — 2168
+ 125)4; — 168%(38 — 2) (78 — 8),

Ay = (188 — 37 A4, — 3B(24B — 31)A4, + 42(68 — 5)A;A4,,
Ayg = 2(108 — 23)AyAso — 108098 — 13)d, + 12(358 — 31) A4, + 42(68 — 5)42,
A = 2118 — 28) Ay Ay, — 228(58 — 8) Ay -+ 33208 — 19)4 g + 132(78 — 6)AgAs, ’
Ars = (248 — 67 Apdyy — 4B(33B — 58) Ay, - 22(458 — 46) A4,
+ 33(488 — 43)4,As + 13278 — 6)42,
Ay = (268 — 719)A4,A4,5 — 138(128 — 23)A;, + 143(108 — 11)4;4,,
+ 143(188 — 17)4sA, + 42988 — T)A,As,
+ 4004(8 — 1)Agdyo + 14(1438 — 388) 4,4, + 429(88 — T)A2

-

99)
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Die Reihenentwicklungen der in der Funktion F(¢, B) von Gl (62) vorkommenden Einzelfunk-
tionen lauten

~

f1~A25+ §2+ FE +—f"—‘§n
4,
R = Ay + Agf + 3 '-ff* ~-+vﬁ£ﬂ+
, A, 24,4,
J ff‘l 2d§ - > g‘ _‘“"'“ 65 56 7 4' 57
L(2dids | 2eds) o 1 (24dy | 2
+8( 51 +2z4z)f AN “Lzss:)f
L1 2A2A8 L2 | A\, L (24, 2A3A8+2A5A6) o
10 261 T 4141 T8 T T4t
L (2ay | 2Asy | 2Ash; A
+ﬁ( or T 31T T 4l6! s'sv) & r (100)
L 2y | sy | 2Asy | 2y
+E( for T aler T T 5!6!)5
w\Tr T ozner T amt T smn 6'6'
L1 (2Auhy | 2dihs | 2Ashy | 2y 2A,A8) s
5121 T2 T alr Tswer e
L L (2 ity 2y 2k | 2idy | A7),
16\"T31 T 2120 T Aiier T s 6! 7'7v
1 (24pAys | 2Aghy | 2Ashy | 24,y | 244y | 24,4,
+"17( 41 T 2u3t Toani Tsnor toewr U7 )§7+ )

Alle diese Reihen konvergieren im Bereich £ > 2 sehr langsam. Insbesondere gilt fiir den der ersten
Niherung zugeordneten Ablosungspunkt

2 16
fi=— B e s 2 pos—ve — 35 pes—2 (8 - e ?
g (101)
+ 15, B38 — 2) 33(78 — 6) (38 — 2) + 4(338 — 58) (78 — §)} &85
und
£ 2 3 2 4(78 — 3B—2
[, rras— g o —shp e 20+ Tpep - [ TR B a0

mit B = — 0,1988, fiir dic ebene, parallel angestrémte Platte (8 = 0, 4, = 0,4696)

A2, VAL, YISy, | 2789743 38171374
i=ge-Sergre e T 0L, (103)
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und

S

¢ £ 2 4222 1
2 — 2 T8 Ao .
L hide =7 & - i €+ 35 (7!+4z4!)§1°
(104)
243 (375 11\ . A3 (55794 750 121) .
( )f +ﬁ( ¢

13 o T am 3T T gm0 T Im

sowie fiir die Staupunktstromung (8 = 1, 4, = 1,2326)

A 1 A 24 2 A}
A= -t e-Gerqe-—5e

A4 1642 1 18142
+ gy €~ o7 €0+ [ (AL + 168 — T g

84042

R EY
1

e’ T‘IT' (3343 - 91842 + 21284,) &4 L (105)

Loz (10 72542 4 2128) 15 —

7469345
15 61 ¢

+ %! (— 7287A% + 58 75243 + 266 56842) £17 1= - - -, J

Aus GL (57) und (62) geht sofort hervor, dass im Falle 8 = 1 die Funktion F (¢, B) verschwinden
muss.

ANHANG 2: REIHENENTWICKLUNG DER ZWEITEN NAHERUNG ZUR STROMFUNKTION
Fiihrt man die in Anhang 1 verzeichneten Reihen fiir £; in Gl. (57) ein, so ergibt sich fiir die
zweite Nidherung die Reihe

B, B B B,
=g B O (106)

mit den Koeffizienten
By =£"0), By =fy"(0) = ¢, = (B — 1) (¢ + 4B) + ¢s,
By =48(1 — B)dy, By = — 4(1 — B)[A:B, + B(1 + B)],
Bg = — 2[Ayc, + BB, + 3(1 — B) (4yc, — BBy},
By = —2(1 — B)[43(168 — 208% — 3) — 6Bc,), - - - .

ANHANG 3: BESONDERE EIGENSCHAFTEN DER ZWEITEN NAHERUNGEN
Da am Staupunkt die Funktion F (£, B) in Gl. (62) verschwindet, gilt fiir 8 = 1 die Differential-
gleichung

(107)

L FAE /=0 (108)

Ihre Losungen sind offensichtlich f; = 0 oder f, = £’ (vgl. Gl. (34) fiir m = 1). Da aber £, = f,’ die
Randbedingungen bei ¢ = oo nicht erfiillen kann, muss £, = 0 zutreffen. Dies bedeutet, dass die
aus der Grenzschichtgleichung erhaltene erste Niherung f; im Falle der Staupunktstrémung
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gleichzeitig die exakte Losung der vollstindigen Bewegungsgleichung ohne irgend welche Vernach-
lassigungen darstellt. In Zhnlicher Weise liefern Gl. (96) und (97) mit f, == 0 sofort g0 = g2y = 2u»
- -+ = g, = 0, d.h. auch das Temperaturfeld wird durch g, bereits exakt beschrieben.

Aus Gl. (108) geht ferner hervor, dass der homogene Teil von Gl. (57) formal durch f, = f;’
befriedigt wird. Die Losung der inhomogenen Gleichung erhilt somit die Form

JLE) = O[O (109)
mit k als einer Funktion von £ und & = 0 fiir 8 = 1. Aus Gl. (109) folgt
.fé/ — kﬁl! + kl‘f‘l/’ ‘}
lf‘zll — kf‘llll —I— 2kl>flll + k// 1/’ (110)
f!// kf‘ 1rer + 3k fllll + 3klf 7’ + kllf J
und unter Beachtung der Randbedingungen fiir f; und f,
k() =0, k(o) =0, k'(c0) =0. (111)
Ferner gelten die Beziehungen
12"'(0) :
K@) = =7~ 112
und
1 c + 3 kl 0 tr rr 1 rrrr s
k@ = AL oreoy — g0, K(o0) — (), (13)

7];/ /(O) s
von denen GL. (112) besondere Bedeutung zukommt. Mit GL. (112) liefert Gl. (80) fiir die Reynolds-
zahl am Ablésungspunkt

2 ’
Re, = — 2R k’(0). (114)
Hieraus folgt sofort £’(0) = 0 fiir 8 = 1und k'(0) = — oo fiir B = — 0,1988. Gelingt es, im Bereich
B << — 0,1988 noch einige Werte von k’(0) zu ermitteln, so kann man eine Niherungskurve fiir
k'(0) als Funktion von B aufzeichnen und daraus das Ablésungsverhalten bestimmen.
Mit Gl. (109) liefert Gl. (62) unter Beachtung von Gl. (34) und (53) die Differentialgleichung

y VAN _3BHAAT ﬂ's’fﬁ)
L +(f1+3};)L [(B+2)f1 7 ]Lf (115)

mit der Abkiirzung
L =k(£) (116)
und der Bedingung

¢, + 3BL(0)
3470

nach Gl. (113), die dafiir sorgt, dass in Gl. (62) nahe £ = 0 keine uneigentlichen Integrale auftreten.
Mit Hilfe von Gl. (112) gelang es also, die Ordnung der Differentialgleichung um eins zu reduzieren.
Bei der numerischen oder der mechanischen Integration hat man noch zu entscheiden, ob Gl. (62)
oder Gl. (115) geeigneter ist.

L'(0) =
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Abstract—The exact solution of the complete equation of motion and of the complete energy equation
for the laminar flow along two-dimensional wedges can be performed by means of a suitable trans-
formation of the co-ordinates and of introduction of series expansions for the stream function and the
excess temperature ratio. Total differential equations result for the various terms of the series expan-
sions. The first terms (first approximation) are already known as the exact solutions of the so-called
boundary layer equations while the differential equations for the second terms (second approximation)
may be evaluated best by using electronic computers. As a partial result it may be mentioned that the
separation profile does not only depend on the wedge angle but also on Reynolds number.

Résumé—Dans le cas d'un écoulement laminaire le long d’un diddre bi-dimensionnel la solution
exacte de 'équation compléte du mouvement et de Péquation compléte de I'énergie peut étre améliorée
au moyen d'un changement convenable de coordonnées et Pintroduction de développements en série
pour la fonction de courant et le rapport de température. Les équations différentielles résultent des
différents termes des développements en série. Les premiers termes (1ére approximation) sont déja
connus comme étant les solutions exactes des équations dites de la couche limite, tandis ¢que les
équations différentielles correspondant aux second termes (2éme approximation) peuvent étre mieux
déterminées & 'aide de calculateurs électroniques. Un résultat partiel peut étre mentionné: le profil de
décollement ne dépend pas uniquement de Pangle des diédres mais également du nombre de Reynolds.

Annorammst—ITokazaHo, YTO TOuYHOE peileHue MOJHBIX YPaBHEeHUN ABIDKEHNMA W DHepruu
1A JTaMUHAPHOTO TeYeHHA BI0JL ABYMEDHHX KIUHBEB MO#eT OHTh NPOBEJEeHO ¢ NOMOIIBIO
COOTBETCTBYIOUIETO NpeoGpasoBalnA KOODAMHAT ¢ WCIOOB30BAHMEM crocofa pasioMmeHus
B PAZH KA GYHKIMM Toka M ualinirouHolt TeMuepaTypsi. B pesyuwrarte us noxusx nufide-
PEHINATBLHEX YPABHEHMI NOIYYAIOTCS YPABHEHWA RIS PAsiMuHHX uieHos papa. Ilepeme
4neHb {nepeoe npulavKeHue} ABAAKTCH HIBECTHHIMHU TOYHHIMIU DeIUeHMAMH JUIA TAK HASH-
paeMblX ypamHeHHNl norpaEmuHOTo ciof. Inddepenimanburie YpanHeHnA IR BTODPHX
wieHoB {BTOpoe npulmDbKeHne] Moryr OHITL JIy4YHle BCETO BHUYMCJACHH HA BISKTPOHHHX
CUBTHO-PELIAIMX yCTpokcTBaX., RaK 4acTHH peaynbpTaT MOMHO OTMETHTH, YTO NPOQUIH
CKOPOCTH B OUNIACTH OTPHIBA NIOTOKA OKA3HIBAETCH HE3ABUCALIMM KAK OT yria KIMHA, TaK 1
or unciaa Peitnoaexeca.



